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ЫЛабораторная работа № 1
Программирование объектов пространства Минковского
и операций над ними
Цель работы: Научить программировать объекты пространства Минков-




Сделаем несколько заметок о ковариантных обозначений, используемых
при описании пространства Минковского. Формально ковариантное описание
приводит к тому, что выражения для четырехмерных объектов записываются
как целое т.е. не отдельных компонент, а сразу для всего набора компонент. С
точки зрения математической записи в выражениях появляются четырехмер-
ные индексы (например, µ,ν), а не его значения 0,1,2,3. Примером ковариант-




Лоренц-ковариантность, означает что данная физическая величина при пре-
образованиях Лоренца, связывающих переход от одной системы отсчета к
другой, трансформируются по определенному закону. В зависимости от вида
закона преобразования ковариантные объекты делятся на



















• четырехмерные тензоры (µναβ)
Скаляры или инварианты не преобразуются вовсе.
Определение 1.1
Контрвариантным 4-вектором Aµ =
{
A0,A
} ≡ {A0,A1,A2,A3} называ-
ется величина, закон преобразования которой от одной системы отсче-
та к другой штрихованной системе отсчета записывается в виде
Aµ = ΛµνA
′ν , (1.1.3)
где Λµν - матрица преобразования Лоренца.
Пример преобразования 4-вектора A посредством матрицы Лорен-







γ βγ 0 0
βγ γ 0
0 0 1 0


















Примерами 4- векторов является
xµ = {ct,r} ≡ {ct,x1,x2,x3} = {ct,x,y,z} ,






























































Скалярным произведением двух 4-векторов A и B в пространстве Мин-
ковского называется величина:
(AB) = AµgµνB
ν = A0B0 − (AB) , (1.1.6)




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0






















Скалярное произведение является инвариантом преобразований Лоренца.
Из известного соотношения Эйнштейна для полной энергии свободной частицы
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= pµpµ = p
2 . (1.1.11)
Выражение (1.1.11) говорит о том, что масса покоя частицы является лоренц-



















Символом Кронекера в пространстве Минковского определяют посред-
ством соотношения
δµν = δ
µν = δµν = δ
ν
µ ≡ I =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0





δνµ = gµα g
αν = gνµ . (1.1.13)
1.2 Тензор Леви-Чивита в пространстве Минковского
Определение 1.5
Антисимметричный тензором четвертого ранга µνρσ называют вели-
чину, которая удовлетворяет условию:
µνρσ =
=
{ 1, если µ ν ρ σ образует четную перестановку 0,1,2,3
−1, если µ ν ρ σ образует нечетную перестановку 0,1,2,3
0, если значения по крайней мере двух индексов совпадают
(1.2.1)
Существует определенный произвол в выборе знака тензора Леви-Чивита
в пространстве Минковского µνρσ. Далее будем полагать, что
0123 = 1 . (1.2.2)
Произведение двух тензоров Леви-Чивита находятся из определителя мат-







































































λραβ = (−2) (δλµδρν − δρµδλν) , (1.2.5)
µναβ
λναβ = (−6) δλµ , (1.2.6)
µναβ
µναβ = −4! = (−24) . (1.2.7)
Введем сокращенную запись для следующих матриц и тензоров:
(p · q)µν ≡ pµkν ,










Такие обозначения удобны при использовании безиндексных записей для
выражений.
Использование ковариантной записи выражений существенно упрощает
многие выражения и показывает явном виде, какие соотношения сохраняют
свой вид при преобразования Лоренца, а какие нет.
1.3 Задание
1. Запрограммируйте в среде “Mathematica” следующие объекты простран-
ства Минковского:
◦ – Метрический тензор gµν и символ Кронекера δλµ.
◦ – Антисимметричный тензор µνρσ с учетом разницы между верхними и
нижними индексами.
◦ – Вычисление скалярного произведения 4-векторов, через их компонен-
ты




















λναβ = (−6) δλµ , (1.3.1)
◦ –
µναβ
µναβ = −4! = (−24) . (1.3.2)
◦ –
µναβgµν = 0 . (1.3.3)


















ЫЛабораторная работа № 2
Программирование базиса пространства Минковского и
операций над ними
Цель работы: Научиться программировать преобразования с 4-векторами
пространства Минковского в среде “Mathematica”
Краткая теория
2.1 Базис пространства инковского
В пространстве Минковского введем четверку (тетраду) ортонормирован-
ных 4-векторов lA (индекс A задает их количество), которые удовлетворяют
следующим соотношениям:



















0123 = 1 . (2.1.2)
Соотношения (2.1.2) отражают условие того, что тетрада ортонормированных
векторов lA имеет фиксированную ориентацию в пространстве Минковского.
Метрический тензор g можно представить в виде линейной комбинации
матриц-диад, составленных из этих векторов, т.е.
gµν = lµ0 · lν0 − lµ1 · lν1 − lµ2 · lν2 − lµ3 · lν3 . (2.1.3)
Исходя из (2.1.3), произвольный 4-вектор p можно записать в виде
p = (p l0) l0 − (p l1) l1 − (p l2) l2 − (p l3) l3 . (2.1.4)



















Используя векторы lA, определим светоподобные векторы, которые обра-






(λl1 + i l2)
2
, (ρ,λ = ±1) . (2.2.1)
Из соотношений (2.1.1), (2.2.1) следует:





b˜µλ · bν−λ + n˜µλ · nν−λ
]
, где (2.2.3)
b˜ρ = 2 bρ, n˜λ = 2 nλ . (2.2.4)
Согласно (2.2.2) и (2.2.3) векторы изотропной тетрады bλ и nρ определяют
две ортогональные гиперплоскости в пространстве Минковского. Отметим, что
векторы изотропной тетрады b±1 могут быть также образованы с помощью па-
ры l0, l1 или l0, l2. В этом случае комплексные векторы nλ определяются через
l2, l3 и l1, l3 соответственно.
Компоненты µ = 0,1,2,3 ортонормированного базиса пространства Мин-
ковского (2.1.1) lA определяются соотношением (lA)µ = δAµ т.е.
(l0)µ = {1, 0, 0, 0} , (l1)µ = {0, 1, 0, 0} ,
(l2)µ = {0, 0, 1, 0} , (l3)µ = {0, 0, 0, 1} . (2.2.5)
2.3 Базис пространства Минковского
и физические векторы
При вычислении характеристик реакций взаимодействия элементарных
частиц широко используют построение ортонормированного базиса простран-
ства Минковского через физические векторы данной реакции. Удачный выбор
базиса позволяет значительно упростить расчеты и получать компактные и
обозримые выражения. Такие построения являются для некоторых методов
расчетов неотъемлемой частью и лежат в основе вычислений матричных эле-


















Эти построения проводят с помощью определителей Грамма (см., напри-
мер, [7], [8]). Если мы имеем тройку произвольных линейно независимых 4-
векторов a,b,c, таких что a2,b2,c2 6= 0, то ортонормированный базис простран-













2 (ab) (ac) (bc) +Na,b,c
×
×
















2b2c2 − a2 (bc)2 − b2 (ac)2 − c2 (ab)2 . (2.3.5)
Базис (2.3.1)-(2.3.4) не позволяет в явном виде провести построение ба-
зиса для случая светоподобных векторов. Проведем отдельное построение для

































(p2k1) p1 + (p1k1) p2 − (p1p2) k1√








Показать путем непосредственного вычисления в пакете “Mathematica”, что для

















= iAλ [n˜λ · n˜−λ]µν ,[
b˜A, b˜−A,n˜λ
]µ




= 2iAλ b˜µA ,

(
b˜A, b˜−A, n˜λ, n˜−λ
)
= −4iAλ , (A, λ = ±1) , (2.4.1)
где использована сокращенная запись
 (p, k, q, n) ≡ µνρσpµkνqρnσ .
Упражнение 2.
Покажите, что базис (2.3.6)-(2.3.9) действительно образует ортонормированый
базис.
Упражнение 3.
Найдите вектора изотропной тетрады (2.2.1) на основе базиса (2.3.6)-(2.3.9)
через p1, p2, k1.


















ЫЛабораторная работа № 3
Матрицы Дирака




Матрицы Дирака (или γ–матрицы), возникающие при описании свойств
фермионов спина 1/2 (уравнение Дирака , см. далее), представляют собой на-
бор матриц γµ ≡ (γ0, γ1, γ2, γ3) размерностью 4 × 4. В этом параграфе при-
водятся основные формулы и соотношения, которые используются в расчетах
процессов с участием фермионов.
3.1.1 Основные свойства
Определяющими свойствами γ-матриц являются следующие соотношения:







= −I , (γ0)† = γ0 ,(
γi
)†
= −γi , (i = 1,2,3). (3.1.2)




(γµγν − γνγµ) . (3.1.3)
Матрица γ5 определяется:





















c тензором Леви-Чивита 
0123 = −0123 = 1 (3.1.5)







= γ5, γµγ5 + γ5γµ = 0 . (3.1.6)
С помощью матрицы γ0 определяют операцию дираковского сопряжения для
произвольной четырехмерной матрицы A
A¯ ≡ γ0A†γ0 . (3.1.7)
3.1.2 Представления матриц Дирака
В физических приложениях используют несколько представлений матриц Ди-
рака, удовлетворяющих соотношениям (3.1.1)-(3.1.2). Явный вид γ–матриц





























Наиболее популярными являются представление Дирака (Дирака-Паули),


















и киральное (спинорное) представление, которое так же называют представле-



































Эти представления связаны между собой посредством унитарного преобразо-
























































3.1.3 Произведения матриц Дирака
При вычислении матричных элементов часто используются соотношения, кото-
рые позволяют редуцировать произведение с большим количеством γ-матриц к
комбинациям с меньшим количеством. Приведем основные соотношения такого
типа






В дополнение к преобразованиям (3.1.15)-(3.1.16) часто применяют тождества
Чизхольма
γµSoddγµ = −2SoddR , (3.1.17)
γµSevenγµ = γ
µγνS˜oddγµ =
= 2γνS˜oddR + 2S˜
oddγν. (3.1.18)
В этих формулах использованы обозначения для произведений γ-матриц
S = Sn ≡ γα1γα2 · · · γαn ,
SR = S
n


















Sodd = γα1γα2 · · · γα2k+1 ,
Seven = γα1γα2 · · · γα2k, k = 0,1,2 . . . . (3.1.20)
Так, для S1,S2,S4 и S3 имеем
γµγαγµ = −2γα, γµγαγβγµ = 4gαβ,
γµγαγβγργσγµ = 2γ
ργβγαγσ + 2γσγαγβγρ ,
γµγαγβγργµ = −2γργβγα . (3.1.21)
3.1.4 Произведения матриц Дирака
Введем свертку произвольного 4-вектора pµ с матрицами Дирака γµ (скалярное
произведение (γp)):
pˆ ≡ pµγµ = p0γ0 − (pγ) . (3.1.22)
Объект pˆ является матрицей 4×4. В силу ортогональности базисных векторов
пространства Минковского произведения сверток с γ-матрицами может быть
в ряде случаев упрощено. С помощью (2.2.5) и определения свертки (3.1.22)
можно заметить, что
ˆ`0 = γ
0 , ˆ`1 = γ
1 , ˆ`2 = γ
2 , ˆ`3 = γ
3 . (3.1.23)
Тогда, используя (3.1.1), (3.1.4) и (3.1.6) легко найти, что
ˆ`0 ˆ`1 ˆ`2 = iγ
5 ˆ`3 , (3.1.24)
ˆ`0 ˆ`1 ˆ`3 = −iγ5 ˆ`2 , (3.1.25)
ˆ`0 ˆ`2 ˆ`3 = iγ
5 ˆ`1 , (3.1.26)
ˆ`1 ˆ`2 ˆ`3 = iγ
5 ˆ`0 . (3.1.27)
Используя соотношения (2.4.1) и (3.1.15), для векторов изотропной тетрады
можно показать, что
nˆλbˆAbˆ−A = ω−A×λ nˆλ ,

























3.1.5 Шпуры от произведения γ–матриц
Шпур(след) от произведения γ–матриц, содержащих нечетное число (включая













= 0 . (3.1.30)





= 0, T r (γµγν) = 4gµν ,





= −4iµνρσ . (3.1.31)
Шпуры от произведения большего числа матриц Дирака можно свести к вы-
числению шпуров (3.1.31) с помощью рекуррентного соотношения (3.1.15).
3.1.6 Разложение четырехмерных матриц
Из произведений γ–матриц можно построить 16 линейно независимых матриц
ΓA, составляющих полный набор для 4 × 4–матриц. Любую четырехмерную
матрицу можно представить в виде линейной комбинации матриц ΓA.
Один из часто используемых наборов имеет вид:
I, γ5, γµ, γ5γµ, σµν. (3.1.32)
Тогда для произвольной 4×4 матрицы A разложение по набору (3.1.32) примет
вид
















































































Tr (σµνA) . (3.1.37)
3.2 Задание
Упражнение 1.
Постройте γ-матрицы в представлении Дирака-Паули как матрицы 4× 4.
Упражнение 2.
Путем непосредственного вычисления докажите соотношение (3.1.15):
γαγργβ = gαργβ − gαβγρ + gρβγα − iγ5αρβτγτ .
Упражнение 3.
Путем непосредственного вычисления для γ-матриц в представлении Дирака-
Паули проверьте соотношения (3.1.1), (3.1.2) и (3.1.6).
Упражнение 4.
Путем непосредственного вычисления для γ-матриц в представлении
Дирака-Паули проверьте соотношения
γµ = γµ , (3.2.1)
σµν = σµν , (3.2.2)
γ5 = −γ5 . (3.2.3)
ωA×λ bˆAnˆλ = 0 ,




































ЫЛабораторная работа № 4
Явный вид базисных спиноров
Цель работы: Найти явный вид базисных спиноров с помощью пакета
“Mathematica”
Краткая теория
4.1 Безмассовые базисные спиноры
В этой работе при определении спиноров Дирака в качестве спинового
индекса используем удвоенное значение проекции спина фермиона (±1).
Определение. С помощью векторов изотропной тетрады (2.2.2) опреде-
лим безмассовые базисные спиноры uλ (b−1) и uλ (b1):
bˆ−1uλ (b−1) = 0 , uλ (b1) = bˆ1u−λ (b−1) , (4.1.1)





(I + λγ5) (4.1.3)
и условием нормировки
uλ (b±1) u¯λ (b±1) = ωλbˆ±1 . (4.1.4)
Фазовое соглашение. Фазовое соглашение, которое в случае безмассо-
вых частиц будет определять связь между спинорами с разной спиральностью,
выберем в виде
nˆλu−ρ (b−1) = δλ, ρuρ (b−1) . (4.1.5)
Соотношения (4.1.1), (4.1.2) и (4.1.5) можно записать в обобщенном виде:


















ωλuρ (bA) = δρ,λuλ (bA) , (4.1.7)
nˆρuλ (bA) = (−A) δρ,A×λu−λ (bA) , (A, ρ,λ = ±1) . (4.1.8)
Условие полноты. Важным свойством спиноров (4.1.1) является соот-




uλ (bA) u¯−λ (b−A) = I . (4.1.9)
Спинорные произведения базисных спиноров (4.1.1) задаются простыми
соотношениями
u¯λ (bC)uρ (bA) = δλ,−ρ δC,−A , (C,A,λ,ρ = ±1) . (4.1.10)






b˜µλ · bν−λ + n˜µλ · nν−λ
]
(4.1.11)










С помощью уравнений (4.1.6), (4.1.8) и (4.1.12) найдем действие матриц
Дирака на базисные спиноры
γµuλ (bA) = b˜
µ
A u−λ (b−A)− A n˜µ−A×λ u−λ (bA) . (4.1.13)
Произведение n матриц Дирака Sn = γµ1γµ2 . . . γµn при действии на базис-
ные спиноры генерирует конструкцию вида
Sn uλ (bA) = B{µ1,...µn}A, λ uλ′n
(
bA′n
)− A N {µ1,...µn}A, λ uλ′n (b−A′n) , (4.1.14)
где
λ′n = (−1)n λ , A′n = (−1)nA , (4.1.15)
а B{µ1,...µn}A, λ , N {µ1,...µn}A, λ являются лоренц-тензорами, определяемые посредством
векторов изотропной тетрады (2.2.1).
Как следует из (4.1.13)



















1. Используя последовательно уравнения (4.1.1)–(4.1.5) найдите явный вид
безмассовых базисных спиноров uλ (b−1) и uλ (b1) в представлении Дирака-
Паули.
2. Используя явный вид безмассовых базисных спиноров uλ (b−1) и uλ (b1) в




uλ (bA) u¯−λ (b−A) = I . (4.2.1)
и уравнения (4.1.10)
u¯λ (bC)uρ (bA) = δλ,−ρ δC,−A , (C,A,λ,ρ = ±1) . (4.2.2)
3. Используя явный вид безмассовых базисных спиноров uλ (b−1) и uλ (b1) в










Примечание. Для определения конструкций вида uλu¯ρ


















ЫЛабораторная работа № 5
Решение уравнения Дирака
Цель работы: Научиться найти решение уравнение Дирака в импульсном




Для описания свободных фермионов спина 1/2 используют уравнение Ди-
рака
(iγµ∂µ −m)ψ (x) = 0 . (5.1.1)
Данное уравнение представляет собой четыре дифференциальных уравнения,









ψβ (x) = 0 . (5.1.2)
В дальнейшем мы будем использовать безиндексную форму записи, за исклю-
чением некоторых случаев.
Частное решение уравнения (5.1.1) для частицы с массой mp c фиксиро-
ванным 4-импульсом p (p2 = m2p) записывается в виде плоской волны




−i(p x) , (5.1.3)


















Дираковский спинор (биспинор) uλp (p) для частицы удовлетворяет урав-
нению (5.1.1), записанному в импульсном представлении
(pˆ−mp)uλp (p) = 0 , (5.1.4)
где pˆ = pµγµ.
Аналогичное решение для массивной античастицы спина 1/2 (в состоянии
с 4–импульсом −p) записывается в виде





с биспинором υλp (p) удовлетворяющим уравнению
(pˆ+mp) υλp (p) = 0 . (5.1.6)
Для полного описания фермионных полей вводится дираковски–
сопряженные биспиноры
u¯ = u†γ0 ,
υ¯ = υ†γ0 , (5.1.7)
которые удовлетворяют уравнениям
u¯λp (p) (pˆ−mp) = 0 ,
υ¯λp (p) (pˆ+mp) = 0 . (5.1.8)
Важным случаем является случай безмассовых фермионов спина 1/2,
т.е. когда фермион с 4-импульсом p имеет массу покоя mp = 0. Уравнения
(5.1.4),(5.1.6) и (5.1.8) упрощаются и принимают вид
pˆ uλp (p) = 0, u¯λp (p) pˆ = 0 , (5.1.9)
pˆ υλp (p) = 0, υ¯λp (p) pˆ = 0 . (5.1.10)
5.2 Спиноры Дирака и базисные спиноры
Дираковский спинор wAλ (p,sp) массивного фермиона (A = 1) и антифер-
миона (A = −1) с 4-импульсом p и произвольным вектором поляризации sp
может быть построен с помощью проективных операторов спина 1/2 (о свой-




τAλ (p)u−A×λ (b1) =
= (Aλ)






















Нетрудно убедиться, что биспиноры uλ (p,sp) и υλ (p,sp), определяемые
(5.2.1), удовлетворяют соответствующим уравнениям Дирака и соотношениям,
следующих из спиновых свойств
pˆ uλ (p,sp) = mp uλ (p,sp) , pˆ υλ (p,sp) = −mp υλ (p,sp) ,
γ5sˆp uλ (p,sp) = λ uλ (p,sp) , γ5sˆp υλ (p,sp) = λυλ (p,sp) . (5.2.2)
Дираковские спиноры фермиона и антифермиона связаны между собой урав-
нениями
υλ (p,sp) = −λγ5 u−λ (p,sp) , υ¯λ (p,sp) = u¯−λ (p,sp)λγ5 . (5.2.3)
Безусловно, определение спиноров Дирака посредством (5.2.1) имеет фазовый
произвол, связанный с вычислением нормировочного множителя. В нашем слу-
чае фазовый множитель (Aλ) выбран таким образом, что явный вид дира-
ковских спиноров при выборе представления γ-матриц совпадал с известными
классическими формулами в литературе [12]
5.3 Задание
1. Используя явный вид безмассовых базисных спиноров uλ (b−1) и uλ (b1)
в представлении Дирака-Паули найдите явный вид биспиноров (5.2.1)
для спиральных состояний фермиона и антифермиона с 4-импульсом
p = {p0, |p| sin θ cosφ, |p| sin θ sinφ, |p| cos θ} и вектором поляризации








Явный вид биспиноров найдите в терминах сферических углов θ,φ и мо-
дуля трехмерной части 4-импульса p: |p| , ωmp (p) =
√
|p|2 +m2p
2. Проверьте условие нормировки биспиноров

















ЫЛабораторная работа № 6
Работа с пакетом FeynArts I.
Цель работы: Изучить возможности пакета FeynArts для анализа топо-
логий фейнмановских диаграмм
Краткая теория
6.1 Общая информация о пакете FeynArts
FeynArts – пакет для системы Mathematica, предназначенный для генера-
ции и визуализации диаграмм Фейнмана.
Первоначально в 1990 году FeynArts был разработан для системы Macsyma
Хагеном Экком (Hagen Eck) и Сеппом Кублбеком (Sepp Ku"blbeck) и умел
генерировать диаграммы в рамках Стандартной Модели.
Вскоре он был введрен на платформу Mathematica. В 1995 году Экк и
Кублбек создали вторую версию, которая уже была полноценным генератором
диаграмм самого общего назначения.
Чтобы этого достигнуть были использованы новые идеи, такие, как гене-
рация диаграмм на трёх уровнях общности. Работа над программой была под-
хвачена Томасом Хааном (Thomas Hahn) в 1998 году. Была выпущена версия
2.2. Концептуальный каркас был сохранен, но код был переписан почти полно-
стью, для достижения большей эффективности. Так же был добавлен редактор
топологий, написанный на Java. В версии 3.2 была воплощена новая система
отрисовки диаграмм в PostScript и LATEX, и полная поддержка графических
возможностей Mathematica Frontend. Пакет стал полностью переносимым не
только на разные версии иксов (X-server), но на не-unix системы (например
Windows).


















норные), классы полей (нейтрино, заряженные лептоны), отдельные ча-
стицы (u-кварк, мюонное нейтрино).
• имеется готовый для работы набор моделей: Стандартная Модель
(SM.mod), Стандартная Модель с фоновыми полями (SMbgf.mod), КХД
(SMQCD.mod), чистая КЭД (QED.mod), Минимальная Суперсимметричная
Стандартная Модель (MSSM.mod).
• программа для генерации правил Фейнмана прямо из Лагранжиана в до-
бавок к обычным диаграммам FeynArts умеет генерировать диаграммы для
контрчленов и блочные (скелетные) диаграммы.
• поддерживает модели с несохраняющимся числом фермионов допускаются
вершины любой степени (а не только 3 и 4)
• поддерживаются смешанные пропагаторы (полувекторная-полускалярная
частица), появляющиеся в не-Rxi-калибровке
• FeynArts генерирует диаграммы в PostScript или LATEXв качестве, при-
годном для публикаций генерирует аналитическую амплитуду для даль-
нейшей обработки
Первоначально FeynArts использовался в связке с FeynCalc, но в связи с
низкой эффективностью последнего Томас Хаан разработал пакет FormCalc,
который хоть и был пакетом для Mathematica, но всю самую сложную работу
выполнял с помощью программы FORM. (Материал из Википедии — свободной
энциклопедии http://ru.wikipedia.org/wiki/FeynArts).
В настоящее время существует расширение пакета FeynArts, которой носит
название FeynArts/FormCalc. Этот программный комплекс позволяет полностью
провести численные расчеты наблюдаемых величин для бинарных реакций и
реакций 2→ 3, включая борновское приближение и следующий за ней порядок
теории возмущений. Другие источники информации об пакете FeynArts: [13–15],
руководство пользователя “FeynArts 3.5 User’s Guide”(Thomas Hahn, 7 August
2009).
Также заметим, что это пакет не является единственный в серии таких
разработок. Примерами таких программ являются программные комплексы



















Некоторые пояснения по работе с FeynArts
Все версии данного программного продукта можно найти на домашнем
сайте http://www.feynarts.de. Там же имеется и документация, связанная с
работой в данной программе. После скачивания и распаковки программа под
Windows готова к работе без каких-либо дополнительных операций.
Если пакет FeynArts находится в директории D:\Users\Andreev
\HighEnergyPhysicsProgramm\FeynArts-3.7, то его запуск в пакете




В ответ должно появится сообщение примерно следующего содержания
FeynArts 3.7 by Hagen Eck, Sepp Kueblbeck,
and Thomas Hahn last revised 4 Jan 12
Далее, можно приступать к набору команд, которые позволят Вам сгене-
рировать набор фейнмановских диаграмм для заданного процесса в заданном
порядке теории возмущений для определенной квантовополевой теории и по-
лучить аналитические выражения для всехM, как выражаются сами авторы,
в почти человеческом виде.
В итоге процесс генерации и получения аналитических выражений для
фейнмановских амплитуд может автоматизирован за счет колоссальной рабо-
ты программистов, знающих квантовую теорию поля и физику элементарных
частиц.
Элементы работы в FeynArts
Рассмотрим какая последовательность команд, позво-
лит сгенерировать диаграммы Фейнмана и найти анали-
тические выражения для них с помощью пакета FeynArts.
Шаг 1.Поиск всех возможных путей, связывающих начальные и конечные
частицы
(команда: CreateTopologies)
Первый шаг заключается в генерации различных топологий (видов диа-


















возмущений. Это делается с помощью команды CreateTopologies. Например,
для создания набора различных диаграмм (в которых пока еще нет никакой
информации об частицах) для процесса распада 1 → 2 в борновском прибли-
жении необходимо набрать
tps = CreateTopologies[0, 1 -> 2];
Paint[tps]
Значение 0 по сути определяет порядок теории возмущений, а оператор Paint
отображает результат “работы” CreateTopologies:
> Top. 1: 1 diagram






для генерации топологий следующего порядка теории возмущений (так называ-
емые однопетлевые топологии (oneloop topologies)) необходимо провести замену
0→ 1 в операторе CreateTopologies т.е.
tps = CreateTopologies[1, 1 -> 2];
Paint[tps]
Тогда получим
> Top. 1: 1 diagram
> Top. 2: 1 diagram
> Top. 3: 1 diagram
> Top. 4: 1 diagram
> Top. 5: 1 diagram
> Top. 6: 1 diagram
> Top. 7: 1 diagram
> Top. 8: 1 diagram
> Top. 9: 1 diagram
> Top. 10: 1 diagram
> Top. 11: 1 diagram
> Top. 12: 1 diagram
> Top. 13: 1 diagram
> Top. 14: 1 diagram
























































Опция ExcludeTopologies определяет для топологий фильтры исключе-
ния. Такой фильтр является специальной функцией, результатом которой при
применении к топологии является исключение определенных типов топологий
из дальнейшего анализа.
Некоторые фильтры поставляются с FeynArts, другие могут быть опреде-
лены. Предварительно определенные фильтры работают на топологиях с лю-
бым количеством петель. Для удобства фильтры команды ExcludeTopologies,
встроенные в FeynArts имеют сокращенное название (см. таблицу 6.1)
Исключение определенных типов топологии осуществляется командой вида





























Опции с окончанием --CTs используются для анализа контрчленов лагранжи-
анов, которые генерируются командой
CreateCTTopologies[[1, 1 -> 2] .
В таблице 6.2 приведены опции команд CreateTopologies и
CreateCTTopologies, которые исключают все остальные топологии, кро-
ме указанной. Например, команда
CreateTopologies[1, 1 -> 2, TrianglesOnly]
оставит топологии, которые имеют петли, соединяющие три незамкнутые ли-
нии (“Линии со свободным концом”).
Таблица 6.2– Фильтры исключения топологий
Сокращенная запись Команда
TadpolesOnly ExcludeTopologies -> Loops[Except[1]]
TadpoleCTsOnly ExcludeTopologies -> CTs[Except[1]]
SelfEnergiesOnly ExcludeTopologies -> {Loops[Except[2]], WFCorrections}
SelfEnergyCTsOnly ExcludeTopologies -> {CTs[Except[2]], WFCorrectionCTs}
TrianglesOnly ExcludeTopologies -> Loops[Except[3]]
TriangleCTsOnly TriangleCTsOnly ExcludeTopologies -> CTs[Except[3]]
BoxesOnly ExcludeTopologies -> Loops[Except[4]]
BoxCTsOnly ExcludeTopologies -> CTs[Except[4]]
PentagonsOnly ExcludeTopologies -> Loops[Except[5]]
PentagonCTsOnly ExcludeTopologies -> CTs[Except[5]]
HexagonsOnly ExcludeTopologies -> Loops[Except[6]]
HexagonCTsOnly ExcludeTopologies -> CTs[Except[6]]
6.2 Задание
1. Установите пакет FeynArts в вашу рабочую директорию.
2. Проведите генерацию в первом ненулевом приближении бинарных процес-
сов и для реакций 2→ 3
3. Проведите генерацию топологий для случая 1 → 2 в следующем за бор-
новским порядке теории возмущений.
4. Проведите генерацию топологий для случая 1 → 2 в следующем за бор-



















5. Проведите генерацию топологий для случая 1 → 2 в следующем за бор-
новским порядке теории возмущений, оставляя петли только с тремя сво-
бодными линиями.

















ЫЛабораторная работа № 7
Работа с пакетом FeynArts II.
Цель работы: Изучить способы получения диаграмм Фейнмана с помощью
пакета FeynArts
Краткая теория
7.1 Генерация диаграмм Фейнмана в пакете FeynArts
После создания топологий с помощью команды
verb"CreateTopologies"(смотри лабораторную работу “ Работа с паке-
том FeynArts I.”) следует этап “вставки” физических полей, набор которых
определяется файлом с расширением .mod.
В FeynArts имеется готовый для работы набор моделей: Стандартная Мо-
дель (SM.mod), Стандартная Модель с фоновыми полями (SMbgf.mod), КХД
(SMQCD.mod), чистая КЭД (QED.mod), Минимальная Суперсимметричная Стан-
дартная Модель (MSSM.mod).
В пакете FeynArts имеется три различных уровня для описания физиче-
ских полей, связанные с командами Generic, Classes, Particles. Команда
Generic field (Поля)определяет общие типы полей, а именно, F -фермионное
поле (fermion field), S-скалярное поле(scalar field), V -векторное поле (vector
field), U - поле “духов” (ghost field), T-тензорное поле (tensor field).
Команда Classes fields(Класс) определяет наборы полей с общими
свойствами, такими как, поведение по отношению операции зарядового сопря-
жения и др.
Класс определяет делит общие типы полей на некоторое группы,которые
нумеруются. Например, F[1] определяет в Стандартной Модели поле безмассо-
вых лептонов (нейтриные поля), F[2] – поле массивных лептонов (электронное,


















Команда Particles fields(Частицы) задает конкретную частицу по-
средством дополнительной нумерации класса т.е. F[3,1,2] или F[1,1]. Так
например, команда F [1,1] в СМ поле электронного нейтрино νe, в то время как
F[1] определяет поля всех нейтрино. Для некоторых классов полей дополни-
тельная нумерация не нужна, тогда классы полей и частицы полей одинаковы.
Например, команда V [1] задает векторное поле для фотона (γ-кванта).
Для определения античастиц (зарядовосопряженные поля) используется
знак минус перед командой Particles fields, например, если F[2,1] задает
электрон (e−), то -F[2,1] определяет позитрон e+).
Итак следующий этап-
Шаг 2. “Вставка” физических полей в топологические диаграммы для
заданной реакции взаимодействия элементарной частицы
(команда: InsertFields)
Для того чтобы такая процедура осуществилась, необходимо задать реак-
цию для конкретных частиц. Рассмотрим реакцию распада 1→ 2, на примере
W− → e−ν¯e в древесном приближении (в первом ненулевом приближении (без
петель)) в рамках Стандартной Модели. Тогда после запуска блока
%%%%%%%%%%%%%%% - Создание топологий
tps = CreateTopologies[0, 1 -> 2];
%%%%%%%%%%%%%%% - Вставка полей




Paint[amps, ColumnsXRows -> 4]]
получим набор диаграмм Фейнмана (одна или более) для реакции W− → e−ν¯e
inserting at level(s) {Classes}
> Top. 1: 1 Classes insertion
in total: 1 Classes insertion























а также сообщение от команды {FeynArtsGraphics}.
После этого, этап получения диаграмм Фейнмана можно можно считать
завершенным. Для того, чтобы облегчить ввод команд, отвечающих за поля
для Вас разработана специальная палитра (EL2.nb).
Для управления процедуры генерации важную роль играют опции опера-
тора InsertFields. Поясним ряд опций оператора InsertFields:
? Опция Model “отвечает” за выбор квантовой полевой модели (соответственно
лагранжиана). В версии FeynArts-3.7 может принимать значения: “SM” –
модель электрослабых взаимодействий; “SMQCD” - Стандартная Модель;
“QED” – квантовая электродинамика; “MSSM” – минимальное суперсим-
метричное расширение Стандартной модели, которая называется “мини-
мальная суперсимметричная Стандартная Модель”(MSSM) и ряд других
моделей.
? GenericModel “дополняет” модели генерацией, соответствующих пропагато-
ров и константы связи (вершинные факторы). Информация содержится в
файлах с расширением .gen (например,Lorentz.gen).
? InsertionLevel устанавливает так называемые классы полей т.е.наборов по-


















ям, в частности, по отношению к зарядовому сопряжению C. Значение по
умолчанию Classes.
? ExcludeParticles может исключать из генерирования диаграмм определен-
ные типы полей (S,V,F ) и частиц.
? ExcludeFieldPoints может исключать из процесса константы связи (вер-
шинные факторы) по требованию.
? Restrictions может устанавливать определенные ограничения на процесс
генерации диаграмм, например, убирая часть из них.
? LastSelections по действию аналогичен ExcludeFieldPoints и
ExcludeParticles, но действует, в отличие от них, после процесса
генерации, убирая или оставляя определенные диаграммы по критериям
пользователя.
7.2 Задание
1. Используя руководство пользователя для пакета FeynArts-3.9 изучите обо-
значения частиц, входящих в Стандартную Модель. По итогам составьте
таблицу, используя пакет научной документации LATEX.
2. Получите диаграммы Фейнмана для реакций (в древесном
приближении):Z0 → u + u¯, γ + e− → γ + e−, e− + e+ → µ− + µ+ и
u+ u¯→ gg в рамках модели электрослабых взаимодействий.
3. Получите диаграммы Фейнмана для реакций в следующем за древесным
приближении: Z0 → e− + e+, γ + e− → γ + e− в рамках модели электро-
слабых взаимодействий.
4. С помощью опций оператора InsertFields для реакции e−+e+ → µ−+µ+
исключите диаграммы с обменом скалярными частицами.
5. Для реакции γ + e− → γ + e− импортируйте диаграммы в графический
формат eps (ps) и вставьте рисунки LATEX ский документ (который будет

















ЫЛабораторная работа № 8
Работа с пакетом FeynArts III.
Цель работы: Изучить возможности пакета FeynArts для получения ана-
литических выражений фейнмановских диаграмм
Краткая теория
8.1 Аналитические выражения для диаграмм Фейн-
мана в пакете FeynArts
Последний шаг работы в пакете состоит в получе-
нии аналитических выражений для диаграмм Фейнмана:
Шаг 3. Получение аналитических выражении для сгенерированных диа-
грамм
(команда: CreateFeynAmp)
После того, как возможные комбинации полей были определены коман-
дой InsertFields с помощью правил Фейнмана появляется возможность най-
ти аналитические выражения амплитуд, соответствующих данным диаграмм
(фейнмановские амплитуды). Оператор CreateFeynAmp) по существу “перево-
дит” диаграммы Фейнмана, сгенерированных командами CreateTopologies
и InsertFields в фейнмановские амплитуды. Опуская операторы рисования
диаграмм, имеем что выполнение программы
tps = CreateTopologies[0, 1 -> 2];
amps = InsertFields[tps, {V[3]}-> {F[2, {1}], -F[1, {1}]},


















anresults = CreateFeynAmp[amps, MomentumConservation -> True];
anresults
приводит кроме сообщений, которые указаны выше, к выражению с заголов-
ком FeynAmpList.
FeynAmpList@Process ® 88V@3D, p1, MW<< ®
88F@2, 81<D, k1, ME<, 8-F@1, 81<D, k2, 0<<,
Model ® 8SM<, GenericModel ® 8Lorentz<,
AmplitudeLevel ® 8Classes<, ExcludeParticles ® 8<,
ExcludeFieldPoints ® 8<, LastSelections ® 8<DB
FeynAmpBGraphID@Topology  1, Generic  1,
Classes  1, Number  1D, Integral@D,
ä u




В теле оператора FeynAmp содержится близкое к обычному выражение
для диаграммы Фейнмана. Заметим, что команда Integral в этом операто-
ре указывает на присутствие или отсутствие [] интегрирования по внутренним
импульсам. Такое интегрирование возникает при рассмотрении однопетлевых







σ (p1) . (8.1.1)
8.2 Задание
1. Используя руководство пользователя изучите обозначения параметров,
входящих в Стандартную Модель (матрицы Дирака, константы связи и
др.). По итогам составьте таблицу, используя пакет научной документа-
ции LATEX.
2. Для реакции e− + e+ → µ− + µ+ (без диаграмм с обменом скалярными
частицами) получите аналитические выражения в пакете FeynArts.
3. Получите аналитические выражения диаграмм Фейнмана для комптон-


















рамках модели электрослабых взаимодействий.
4. Запишите выражения в LATEX ский документ в обычной для квантовопо-

















ЫЛабораторная работа № 9
Вычисление ширины распада вида 1→ 1′ + 2′
Цель работы: Освоение методов расчета наблюдаемых величин реакций рас-
пада
Краткая теория
9.1 Эффективное сечение реакции взаимодействия
Одним из важнейших вопросов любой теории или модели, является воз-
можность экспериментальной проверки полученных результатов. В физике эле-
ментарных частиц такая проверка возможна при исследовании процессов вза-
имодействия частиц с другом, которые схематически записываются в виде:
• 1 + 2 → 1′ + 2′ + . . . + n′ — реакция столкновения двух частиц (1 и 2) с
образованием вторичных частиц 1′, 2′ и . . . n′.
• 1→ 1′+2′+ . . .+ n′ — реакция распада частицы 1 с образованием частиц
1′, 2′ и . . . n′.
В экспериментах ФЭЧ по измерению характеристик вторичных частиц (энер-
гия, импульс, поляризация, качественный состав и др.) извлекают значения
эффективного сечение данной реакции (дифференциальное или полное).
Рассмотрим каким образом cвязано сечение с характеристиками вторич-
ных частиц на примере взаимодействия пучка частиц и мишенью. Пусть пучок
частиц с плотностью n1 и скоростью υ2 сталкивается с мишенью объема dV и
плотностью n2 в поперечном сечении dS (см. рисунок 9.1).
Тогда количество частиц i-того сорта dNi, родившихся в результате вза-
имодействия частиц пучка и мишени c энергией в промежутке [E,E + dE] и



















dNi = (n1υ1dt) (n2dV ) dσi , (9.1.1)
где(n2dV ) – число частиц в объема dV , a (n1υ1dt)– число частиц пучка 1,
прошедших через поперечное сечение dS за время dt.
Определение 9.1
Множитель dσi в (9.1.1) называют дифференциальным сечением ре-
акции рождения частиц i-того сорта с энергией в промежутке
[E,E + dE] и направлением движения, определяемым углом dΩ в резуль-
тате взаимодействия пучка 1 и мишени 2.
Можно положить в самом общем случае






Если проинтегрировать по одной из переменных E,θ,φ можно получить одно
из дифференциальных сечений. Например σ (θ,φ),
dσ
dΩ












называется эффективным (полным) сечением.
Сумма эффективных сечений всевозможных процессов, которые осу-





Тогда относительная вероятность wj рождения частиц рождения частиц









































Как видно из примера (9.1.7) сечение связано с вероятностью того или процесса
взаимодействия
Единицей сечения в системе СИ являются м2. Однако для реакций взаимо-
действия м2 является очень большой единицей и поэтому используют единицу
барн–1 барн = 10−24 м2 и ее производные – фемтобарны, пикобарны и т.д.
9.1.1 Кинематика бинарных процессов
Остановимся кратко на процессах взаимодействия частиц с точки зрения реля-
тивистской кинематики. В результате столкновения частиц могут рождаться
новые частицы. Их количество и состав определяются законами сохранения
и динамикой взаимодействий. Как следует из экспериментальной постановки
проблемы по изучению этих процессов основной задачей является получение
информации об энергиях, импульсах (углов вылета) образовавшихся частиц в
какой-либо системе отсчета [8, 23, 24]. Законы сохранения энергии и импульса
могут существенно влиять на возможные “конфигурации ” 4-импульсов частиц
вторичных частиц в пространстве Минковского. Поэтому основной задачей сто-
ящей перед кинематикой является анализ следствий (ограничений) вытекаю-
щих из закона сохранения 4-импульса для элементарных процессов.
Безусловно на протекание реакций взаимодействия играют и другие зако-
ны сохранения, такие как закон сохранения углового момента, зарядовые за-
коны сохранения и законы, связанные с дискретные симметриями квантовых
систем частиц(например,C,P и T - четности).
Реакции взаимодействия частиц изучают в различных системах отсчета
и требование релятивистской инвариантности т.е. независимости от выбора
инерциальной системы отсчета играет здесь первостепенную роль. В данном
параграфе рассмотрим некоторые элементы кинематики на примере двухча-
стичного столкновения, которые будут необходимы при вычисления амплитуд
процессов взаимодействия.
Пусть в двухчастичном процессе соударения сталкиваются две частицы A
и B с 4-импульсами pA = (EA,pA) и pB = (EB,pB) соответственно. Для каж-
дой из них выполняется соотношение Эйнштейна, связывающее трехмерный











Значения компонент 4-векторов pA и pB обычно фиксируются условиями экс-


















Наиболее простой случай столкновения – это бинарные реакции т.е. когда
в конечном состоянии образуется две частицы. Обозначим вторичные частицы
как C и D. Тогда схематически бинарная реакция запишется в виде:
A (EA,pA,mA)+B (EB,pB,mB)→ C (EC ,kC ,mC)+D (ED,kD,mD) . (9.1.9)
В скобках указана полная энергия, импульс и масса покоя частицы.
Для анализа и расчетов характеристик реакций с точки зрения реляти-
вистской инвариантности очень удобно использовать инварианты преобразо-
ваний Лоренца. Поскольку скалярные произведения 4-векторов являются та-
кими инвариантами, то для бинарных реакций имеется набор произведений:
(pApB) , (pAkC) , (pAkD). В силу закона сохранения энергии-импульса
p + pB = kC + kD (9.1.10)






C,D, только две из
трех переменных независимы. Обычно используют не сами скалярные произ-
ведения, а связанные с ними переменные Мандельстама
s = (pA + pB)
2 ,
t = (pA − kC)2 ,
u = (pA − kD)2 . (9.1.11)


















Система отсчета определяется требованиями, чтобы pA или pB имело то или
иное значение. Выбор системы отсчета продиктован либо условиями экспери-
мента или удобствами при теоретическом описании процессов взаимодействия.
Для расчетов чаще всего употребляются:
1. Лабораторная система отсчета (СМ) – система, в которой (см. рисунок
9.2)













































2. Система центра инерции (СЦИ) – система, в которой (см. рисунок 9.3)
pA + pB = 0 (9.1.14)
θ
θ2 = pi − θ
A B
pA pB





Рисунок 9.3– Бинарная реакция в системе центра инерции
Могут использоваться и другие системы отсчета, такие как антилабора-



















Рассмотрим основные кинематические соотношения для бинарных реак-
ций, которые следуют из закона сохранения 4-импульса. наиболее просто вы-
глядит кинематика в СЦИ, поскольку здесь отсутствует связь меду углом вы-
лета θ (см. рисунок 9.3) и энергией EC .
Из законов сохранения энергии и импульса
EA + EB = EC + ED . (9.1.15)
pA + pB = 0 = kC + kD , (9.1.16)
легко найти, что
s = (pA + pB)
2 = (EA + EB)
2 = (EC + ED)
2 . (9.1.17)














Отметим, что выражения (9.1.18) сразу связывают неинвариантные перемен-
ные EC и ED с инвариантом преобразования Лоренца s. Также можно найти,
что






































Используя (9.1.11),(9.1.12), а также соотношения (9.1.18),(9.1.20) и (9.1.21) на-
ходим, выражение угла вылета через мандельстамовские переменные s,t и u:
cos θ =

























Кинематика в лабораторной системе отсчета (ЛС) более сложна, посколь-
ку здесь присутствует связь меду углом вылета и энергией вторичных частиц.
Действительно из закона сохранения импульса
pA = kC + kD , (9.1.23)
путем возведения в квадрат обеих частей и учитывая, что p2 = E2−m2 полу-
чаем:
cos θ12 =
E2A − E2C − E2D −m2A +m2C +m2D
2
√
(E2C −m2C) (E2D −m2D)
(9.1.24)
где θ12 = θ1 + θ2 - угол между частицами с импульсами kC и kD.
С помощью вышеизложенного способа несложно рассчитать углы θ1,2. И




C − E2D −m2A −m2C +m2D
2
√
(E2A −m2A) (E2C −m2C)
(9.1.25)
Как следует из соотношения (9.1.24), углы разлета вторичных частиц в лабо-
раторной системе отсчета полностью определяются массами покоя частиц ре-
акции и энергией одной из вторичных частиц и начальных частиц вследствие
закона сохранения энергии в ЛС
EA +mB = EC + ED . (9.1.26)
Не составляет усилий найти связь между переменными Мандельстама
(9.1.11) не инвариантными переменными cos θ1, EA, EC , ED и т.д.
Лаб. занятие 2.
Покажите с использованием системы аналитических вычислений, что в лабора-
































































9.2 Постановка эксперимента в ФЭЧ
Типичная постановка эксперимента в ФЭЧ выглядит следующим обра-
зом. Предполагается что частицы A и B в начальном при t = −∞ прак-
тически свободные т.е. не взаимодействует с другом другом. Далее частицы
взаимодействуют между собой и при t = ∞ расходятся и снова становят-












Рисунок 9.4– Иллюстрация к постановке эксперимента в ФЭЧ
сформулирована так: Необходимо вычислить по известным характеристикам
начальных частиц (энергия, импульс, поляризация и др.) вероятность возник-


















ном взаимодействии. Далее связать полученную вероятность с эффективным
дифференциальным сечением, которое может быть измерено.
Первая часть задачи решается при помощи оператора S, связывающий
вектор начального состояния Φi и вектор конечного состояния Φf системы ча-
стиц
Φf = SΦi . (9.2.1)
Оператор S, называется матрицей рассеяния и может быть определен совокуп-
ностью матричных элементов









Единичная матрица δfi соответствует отсутствию взаимодействия между ча-
стицами, а дельта-функция δ4 (Pi − Pf) отражает закон сохранения энергии и
импульса (4-импульса). Величину Mfi называют амплитудой взаимодействия
для соответствующего процесса. Как следует из построения, амплитуды веро-
ятности различных процессов рассеяния определяются элементами матрицы
рассеяния, связывающими соответствующие начальные и конечные состояния.
Определить элементы матрицы Sfi в рамках теории или модели (кванто-
вая электродинамика,Стандартная Модель, квантовая хромодинамика) можно,
если известен лагранжиан взаимодействия LI (x) или гамильтониан HI (x) =










где символ T обозначает хронологическое произведение операторов
T {LI (x)LI (y)} =
{ LI (x)LI (y) , если x0 > y0
LI (y)LI (x) , если x0 < y0 . (9.2.5)




























Следующий шаг состоит в нахождении связи между амплитудой вероят-
ности процесса и дифференциальным эффективным сечением.
Вероятность перехода из начального состояния в конечное wi→f , как сле-
дует из (9.2.2) определяется амплитудой вероятности:
wi→f ∼ (2pi)4 δ(4) (Pi − Pf) |Mfi|2 . (9.2.8)






где dwi→f – вероятность процесса в единицу времени (дифференциальная веро-
ятность рассеяния); j– плотность потока сталкивающихся частиц. Конечным
итогом данной процедуры для реакции A + B → 1′ + 2′ + . . . + n′ в случае
коллинеарного столкновения частиц A и B является выражение
dσ =













В случае реакции распада A→ 1′+2′+. . .+n′ дифференциальная скорость
распада
dΓ =
(2pi)4 δ(4) (pA − Pf)
2EA
|Mfi|2 dQ . (9.2.12)
В литературе часто вводят понятие лоренц-инвариантного фазового объ-
ема вторичных частиц (см. [8, 23, 26], бесконечно малый элемент которого в
фазовом пространстве записывают в виде
dLips (P,f) = (2pi)4 δ(4) (P − Pf) dQ . (9.2.13)
Наличие δ(4) (P − Pf) позволяет провести интегрирования в тех случаях,
когда необходимо найти дифференциальное угловое или энергетическое сече-
ние (см. (9.1.4)). Продемонстрируем это на примере бинарных реакций (9.1.9)
для системы центра инерции.
dLips (P = pA + pB,kC , kD) =
























δ(4) (P − kC − kD) = δ (P− kC − kD) δ (EA + EB − EC − ED) (9.2.15)
“снимаем интегрирование” по d3kD получим










В соотношении (9.2.16) учтено, что EA + EB =
√
s (cм. 9.1.17).
Введем новую переменную W = EC + ED для которой в силу закона со-
хранения импульса в СЦИ имеем
W =
√
|kC |2 +m2C +
√
|kC |2 +m2D . (9.2.17)









|kC | dkC = W |kC | dkC
ECED
. (9.2.18)
Записывая дифференциал в сферической системе отсчета, связанной с углом
вылета θ:
d3kC = |kC |2 dkCdΩ , dΩ = sin θdθdϕ
с учетом (9.2.18) находим, что





s−W) dWdΩ . (9.2.19)
В итоге, применяя соотношение (9.1.20) получаем













































Таким образом, зная лагранжиан взаимодействия частиц, появ-
ляется возможность рассчитать дифференциальные сечения, а
затем провести сравнение расчетов с экспериментальными дан-
ными.
Блок-схема получения наблюдаемых величин какой-либо реакции взаимо-
действия элементарных частиц в рамках квантовополевых теорий и моделей
включает в себя следующие этапы:
• Построение лагранижиана взаимодействия частиц
• Построение Sfi-матрицы и соответственно амплитуды вероятности Mfi
используя (9.2.6), (9.2.7) и соотношение (9.2.2).
• Расчет сечения с применением (9.2.10) (или соотношений аналогичным
(9.2.21))
Конечно, чтобы реализовать на практике данный алгоритм расчетов необхо-
димо пройти целую цепочку различных вычислений, многие из которых хотя
уже и известны [12,25,27–33], но все же достаточно сложны. И одним из самых
сложных этапов является получение амплитуды вероятности из лагранжиана
взаимодействия. Здесь значительного сокращения объема вычислений можно
достигнуть использовав технику, предложенную Р.Фейнманом и которая вклю-
чает в себя графическое представление матричных элементов амплитуды ве-
роятности рассеяния (диаграммы Фейнмана) и запись аналитических вы-
ражений с помощью заранее приготовленных правил (правила Фейнмана)
в терминах объектов, входящих в лагранжиан взаимодействия.
9.3 Структура амплитуды с фермионами
Таким образом, на основании вышеизложенного отметим, что амплитуда
процесса в квантовополевых теориях представляет собой в заданном поряд-
ке теории возмущений, сумму матричных элементов M, каждой из которых
соответствует некоторая диаграмма Фейнмана.
Следовательно, для того чтобы получить выражение амплитуды процесса
в терминах явно скалярных функций, необходимо последовательно вычислить
матричные элементы. Для анализа возможных схем расчетов рассмотрим эта-
пы вычисления наблюдаемых в пертурбативных квантовополевых теориях и
моделях. В таких теориях и моделях стандартной стала схема, в которой мож-


















I Получение математических выражений для фейнмановских амплитуд,
исходя из лагранжиана модели.
II Если в реакциях участвуют фермионы спина 1/2, то такие выражения
будут представлять собой комбинацию произведений биспиноров Дирака,
γ–матриц и других величин.














где функции i являются векторами поляризации векторных бозонов с им-
пульсом ki и поляризацией σi. Операторы Qj представляют собой комби-
нацию произведений матриц Дирака. Функции w¯ и w являются спинорами
Дирака (u или υ для фермионов и антифермионов соответственно). В том
случае, если участвуют частицы спина 3/2, 2 и выше, то возможны более
сложные структуры, связанные с векторами поляризации. В константу
C включаются скалярные факторы– константы взаимодействий, петлевые
интегралы, числовые множители и т.д..
В этой связи возникает необходимость следующего шага: преобразование
(вычисление) соответствующих каждой диаграмме математических выра-
жений в виде скалярных функций.
III Последним этапом является вычисление необходимых наблюдаемых вели-
чин для данного процесса.
Первый шаг данной схемы реализуется на практике получением правил
Фейнмана для данной модели и генерацией соответствующих диаграммам Фей-
нмана математических выражений.
Во втором этапе можно выделить две основные составляющие. К первой
составляющей можно отнести расчеты, связанные с преобразованием γ–матриц
и дираковских спиноров в явно скалярные функции. Во вторую часть входят
расчеты так называемых петлевых интегралов.
Третий этап, включающий в себя, интегрирование по фазовому простран-
ству конечных частиц, а также вычисление петлевых интегралов.
Исходя из структуры (9.3.1), можно выделить следующие шаги по преоб-
разованию ее в явно скалярную функцию:
• Вычисление cпинорной части матричного элемента, т.е. выражений типа


























uλ (p,sp) , если A = 1,
υλ (p,sp) , если A = −1. (9.3.3)
• Свертка выражений, содержащих лоренц-индексы между собой, если тако-
вые имеются. Такие ситуации возникают, если оператор Q является лоренц-
тензором.
В качестве основного требования к полученной скалярной функции, как
правило, выдвигают ее лоренц-ковариантность. Это автоматически выполняет-
ся, если матричный элемент представляет собой функцию скалярных произве-
дений четырехмерных векторов реакции и их сверток с тензором Леви-Чивита.
Основной вычислительной задачей по преобразованию матричного эле-
мента в скалярные произведения или в компоненты векторов процесса является
задача по расчету выражения (9.3.2) соответствующего незамкнутой фермион-
ной линии в диаграмме Фейнмана. Большинство методов расчетов амплитуд
реакций связано именно с решением этой задачи.
Для того чтобы рассмотреть методы вычисления выражений типа (9.3.2)
в разделе 5.1 рассмотрим более детально свойства дираковских спиноров, вхо-
дящих в данную структуру.
9.4 Метод расчета квадратов матричных элементов
процессов взаимодействия элементарных частиц.
Общепринятым методом вычисления сечений реакций с участием ферми-
онов спина 1/2 является редукция квадрата модуля выражения для ферми-
онной линии (9.3.2) к следу от произведений γ-матриц.




































































Q¯ = γ0Q†γ0 . (9.4.2)
Комбинируя дираковские спиноры, перепишем выражение (9.4.1) в виде∣∣Mλp,λk (p,sp; k,sk)∣∣2 =
= Q¯αβ
[





wBλk (k, sk) · w¯Bλk (k, sk)
]
β′α . (9.4.3)







(pˆ+ Amp) (I + λp γ5 sˆp) , (9.4.4)
получим что квадрат модуля записанный в виде шпура от некоторой линейной
комбинации произведений γ–матриц Дирака:∣∣Mλp,λk (p,sp; k,sk)∣∣2 = Tr (Q¯ τAλp (p,sp) Q τBλk (k,sk)) . (9.4.5)
Таким образом, для вычисления квадрата модуля матричного элемента вида
(9.3.2) необходимо вычислить шпур (9.4.5).
9.5 Задание
1. Получите аналитические выражения матричных элементов диаграмм
Фейнмана дляW− → e−+νe в борновском приближении c помощью пакета
FeynArts LATEX.
2. Рассчитайте квадрат матричного элемента с помощью шпуров.
3. Получите выражение для ширины распада в системе покоя W− бозона.
Проведите численные расчеты.
Желаем удачи в выполнении работы. Успехов!
Любящие Вас преподаватели.
Примечание!!!
Для подготовки ответов необходимо использовать рекомендуе-
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